Egzamin 31 stycznia 2025, AM2.1
Zadanie 1. Niech
M= {(z.y,2) e R’ rayz = Ly’ + 2* = 2} .

a) Wykaza¢, ze M jest rozmaitodcia jednowymiarows klasy C°.
b) Znalezé przestrzen styczna do M w punkcie (1,1,1).
¢) Zmalez¢ kresy funkeji f(z,y, z) = In(|z|) + yz na zbiorze

M {(z,y,2) € R* : |z| < 77}

Rozwigzanie punktu (c).
I sposob: Zauwazmy, ze dla (x,y,z) € M mamy:

1
In(Jz[) +yz = — + In(|z]).

—~

Powstaje pytanie: dla jakich = € R istnieja y, z takie, ze (x,y,2) € M? Innymi stowy, dla jakich 2 € R uktad réownari

;P =2

8

Yz =

ma rozwiazanie? Uklad ten sprowadza sie do:

2 2
+2)2=24Z2, —2)?=2-=,
(y+2) ) -
ktory ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy prawe strony powyzszych rownosci spetniaja nieréwnosé 2 + % > 0, czyli dla
|z| > 1.
Zatem problem postawiony w punkcie (¢) sprowadzilismy do wyznaczenia kresow funkeji

g(e) = =+ In(lz)

na zbiorze [—e292% —1] U [1, e20%9].
Mamy ¢'(z) = % — l,%, skad ¢'(x) = 0 jedynie dla « = 1. Zatem funkcja g jest malejaca na R_ i rosnaca na [1, +00).
Ponadto:
g(—=1)=—1, g(1)=1, g(e*?) =e 0% 12025 > g(—e??°) = 2025 — ¢2925,

Stad:

inf f =

i = -1 3 = = 2025 —2025
nf f = leégmzsg(x) : bjl\lzpf max g(x) +e %,

1<|x|<e2025
gdzie M = {(z,y,2) € M : |z| < 20%}.

IT sposob: Co prawda M nie jest zbiorem zwartym, ale M juz tak: jest ograniczony (|y|,|z| < V2 oraz |z| < €20%5) i
domkniety (poniewaz M jest poziomica funkcji ciaglej).

Zatem a = infy f oraz A := supy; f s wartosciami funkcji f w pewnych punktach zbioru M. Niech p € M bedzie
punktem takim, ze f(p) = a lub f(p) = A, gdzie p = (x0, Yo, 20). Mozliwe sa dwa przypadki:

1) fzo| = €25,

2) Punkt p jest punktem lokalnego ekstremum funkcji f|us, czyli istnieje zbior otwarty U C R3 taki, ze p € U oraz:
flq@) > f(p) dla wszystkich ¢ € M NU (gdy p jest punktem lokalnego minimum), lub f(q) < f(p) dla wszystkich
g€ MNU (gdy p jest punktem lokalnego maksimum).

W pierwszym przypadku tatwo stwierdzié, ze f(p) = 2025 £ =292, W drugim przypadku stosujemy twierdzenie o lokalnych

ekstremach funkcji okreslonej na rozmaitosci zanurzonej w R™ i wnioskujemy, ze wowczas gradient funkcji f w punkcie p

musi byé kombinacja liniowa gradientéw funkeji definiujacych M, czyli funkeji zyz oraz y2 + 22.

Stad:
yz xz XY

det | 0 2y 2z =0.
1

x * Y
To szybko prowadzi do rozwigzania x = +1 i koricowej odpowiedzi.
III spos6b: Zbior M mozna tatwo sparametryzowac:

Y= \/icosa, z= \/isincu7

skad:
1 1 1
xr=— = = .
yz  2cosasina  sin2a




Nalezy zauwazy¢, ze « nie jest dowolne, lecz yz = sin 2a # 0, skad a € T, gdzie:
T 37
T:= (0,2 — — 7.
.20\ {575}

(Stad tatwo widzimy, ze M ma 4 sktadowe spojnoscei.)
Mamy wyznaczy¢ kresy funkcji:
d

sin 2«

> + 2sinacosa = u — In |ul,

gdzie u = sin 2a spenia e 7295  |u| < 1.

Obliczamy pochodna:

1
—1 [
(w—Infu)) =1- =,

co szybko prowadzi do odpowiedzi: na mocy lematu Fermata funkcja u — w—In |u| przyjmuje warto$¢ najwieksza (najmniej-
sza) w jednym z punktow u = 1, —1,e 2025 —=2025,
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Kolokwium nr 2. z 9 stycznia 2025 — rozwiazania wzorcowe

Uwaga: Przedstawione ponizej rozwigzania nie sa jedynymi mozliwymi rozwigzaniami, za ktére mozna
byto uzyska¢ maksymalna liczbg punktow.

Zadanie 0.

a) Podac definicj¢ rézniczki trzeciego rzg¢du funkcji f: R™ — R w punkcie a € R” (napisac jak si¢
trzecia r6zniczke definiuje, jakie zatozenia sa potrzebne by definicja miata sens, jakim obiektem
matematycznym jest trzecia rézniczka).

b) Niech F': R> — R? bedzie klasy C' oraz dla wszystkich z € R? przeksztatcenie DF(x) jest
odwracalne. Czy F' musi by¢ réznowartoSciowa?

¢) Niech F': R"*! — R", bedzie klasy C*, za§ M = {:1: e R"M . F(z) = 0}. Przypus¢my, ze dla
pewnych p € M zachodzi DF(p) = 0. Czy M moze by¢ rozmaitoscia klasy C''?

d) Poda¢ definicj¢ miary zewngtrznej oraz miary. W jaki sposob, dla ustalonej miary zewnetrznej

p* definiujemy o-ciato F(u*) zbioréw, na ktérym p* jest miara (nalezy sformutowaé warunek
Carathéodory’ego)?

0 2 _ 2
e) Zauwazmy, ze 87y (aﬁ—gﬂ) = M = f(x,y). Obliczy¢ catke / f d\s lub uzasadnic,

ze nie jest okreSlona.

[0,1]2

Uwaga: W punktach (b)—(c) odpowiedZ twierdzaca lub przeczaca nalezy uzasadni¢ (uzasadnienie nie
powinno by¢ dtuzsze niz 1-3 zdania).

Rozwiqzanie.

a) Aby zdefiniowa¢ rézniczke trzeciego rzedu funkcji f w punkcie a musimy zalozy¢, ze rézniczka
drugiego rzedu funkcji f jest okreslona na pewnym otwartym otoczeniu U punktu a. Zatem funkcja
g(x) = D?f(x) jest dobrze okreslona dla kazdego x € U, a jej przeciwdziedzing sa przeksztalce-
nia dwuliniowe z R” x R" w R. Oznaczmy zbiér przeksztatcei dwuliniowych jako L(R" R"™;R).
Rézniczka trzeciego rzgdu funkcji f w punkcie a nazywamy (o ile istnieje) rézniczke funkcji g w punk-
cie a. Dg(a) = D3f(a) jest przeksztalceniem liniowym z L(R™, R";R) w R, ktére utozsamiamy z
przeksztatceniem tréjliniowym z R" x R™ x R" w R.

b) Nie musi by¢. Na analizie 1.1 dowodziliSmy, ze funkcja exp(z) z C w C jest okresowa (o okresie
274). Mozna ja zapisa¢ jako funkcje R? — R?. Mamy

e’ cosy efcosy —e’siny
Fla,y) = (ex siny) DF(z,y) = [em siny e“cosy ] '

Oczywiscie F(z,y) = F(z,y + 2m), wigc F nie jest réznowartosciowa, ale det DF(x,y) = €** > 0,
wiec DF(x,y) jest odwracalna na catym R,

2
¢) Tak, M moze by¢ rozmaitoscia. Na przyktad réwnanie F'(z,y) = <x2 + 92 — 1) definiuje okrag
jednostkowy, ktdry jest rozmaitoscia klasy C'*°, ale dla kazdego punktu p nalezacego do tego okregu
DF(p) =[0,0].
d) Miara zewnetrzna okre§lona na pewnym zbiorze X nazywamy funkcj¢ p* ze zbioru potggowego
zbioru X w odcinek [0, co] spetniajaca nastgpujace warunki:

(i) p*(0) = 0;

(ii) (monotonicznosé) dla dowolych A C B C X zachodzi p*(A) < p*(B);
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(iii) (przeliczalna subaddytywnos$¢) dla dowolnej przeliczalnej rodziny A; podzbioréw X miara ze-
wnetrzna sumy (teoriomnogosciowej) zbioréw A; jest mniejsza lub réwna sumie miar zewnetrz-
nych zbioréw A;.

Powiemy Ze funkcja p dziatajaca z pewnej rodziny F podzbioréw zbioru X (zwanej o-ciatem zbioréw
mierzalnych wzglgdem miary p jest miara jesli miara zbioru pustego jest zero oraz p jest przeliczalnie
addytywna, czyli jeSli A; € F, j € N sa parami roztaczne, to miara sumy zbioréw A, jest réwna sumie
miar zbioréw A;.

Dla danej miary zewngtrznej p* zbiory spetniajace warunek Carathéodory’ego, czyli takie zbiory
A C X, ze dla kazdego Z C X zachodzi

p(Z)=p(ANnZ)+p(Z\ A),

tworza o-ciato, zas p* jest miara na tym o-ciele.

e) Zauwazmy, ze [ nie jest jednego znaku na [0, 1], wigc nie mozemy od razu zastosowaé twierdzenia
Fubiniego. Okreslmy A = [0,1]*> N {(:c, y) x> y}. Na zbiorze A funkcja f jest dodatnia (oczywiScie
jest tez mierzalna jako funkcja ciagta), wigc mozemy uzy¢ twierdzenia Fubiniego. Korzystajac z tego
twierdzenia otrzymujemy

/fdAQ:/l(if(x,y)dy) dx:/x(ﬂin y:

x 1 1
1
dzx = idx/—dﬂlﬁz%—oo.
_ 222 €T
y=0 0 0

Zauwazmy, ze f < Ona B = [0,1)>N {(x, y)rxr < y}, a z symetrii funkcji f wnioskujemy, ze catka z

f po zbiorze B jest rtéwna —oo. Stad wniosek, ze calka Lebesgue’a z f po [0, 1]? nie jest okreSlona.

Zadanie 1. Wykazac, ze zbiory
A= {(x,y) ER?:2<0,0<y< —x}, B:{(J;,y) ER?:y>0,2°+9° < 1}

sa dyfeomorficzne. Nalezy podaé jawny wzor na dyfeomorfizm migedzy zbiorami A, B (lub przedstawié
ten dyfeomorfizm jako ztozenie kilku dyfeomorfizméw zapisanych jawnymi wzorami).

Rozwiqzanie.
Naszkicujmy najpierw rozwazane zbiory.
Y Y

Wersja nr 1:
Zauwazmy, ze stosujac wspotrzedne biegunowe zbiér A przeksztalcimy na nieograniczony pas w R?
za$ zbiér B na prostokat. Punktu {(0,0)}, w ktérym przeksztalcenie si¢ ,,psuje” nie ma ani w A ani w
B. Zbior A bedzie opisany (we wsp6irzednych biegunowych) przez r € (0, 00) oraz kat zmieniajacy si¢
od 2% do . Okreslmy

B 3 . _ [rcosyp
Al—(07+00)><<477)7 P12 Ay — A, q)l(r’w)_(rsin@)'

Przeksztalcenie @, jest dyfeomrfizmem A; na A (wiemy z ¢wiczen, ®; jest réznowartoSciowe na A,
oraz det D®(r, ) = r > 0). Podobnie zauwazmy, ze zbiér B jest pétkolem, ktéry we wspéirzednych
biegunowych opisany jest przez r € (0, 1) oraz kat zmieniajacy si¢ od 0 do 7. Zatem

T COS
Bl = (O, 1) X <O,7T) (I)QZ Bl — B, @2(7”, 80) = <rsing) ,
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a @, jest dymorfizmem B; na B. Zauwazmy, ze teraz wystarczy znalez¢ dyfeomorfizm migdzy A; i B.
Wystarczy zatem przeksztatci¢ (0, +o00) na (0, 1), za$ (?jf, 7r> na (0, 7). Wiemy, ze

2
(0,00) 3z — —arctgz € (0,1), (T,ﬂ') > a—4a— 37 € (0,7).
7r

sa dyfeomrfizmami odpowiednich przedziatéw, a zatem

2
(1)31 A1 — Bl, @3(33,0[) = <erit§;>

jest dyfeomrfizmem A; na B;. Skltadajac te dyfeomormizmy oraz ich odwrotno$ci otrzymamy dyfe-
omorfizm A na B:
P:A— B, ®=d0P30P "

Zadanie 2. Niech M = {(x,y, 2) ER3:ayz=1,92+ 22 = 2},
a) Wykazad, ze M jest rozmaitoscia jednowymiarowa klasy C*°.

b) Znalez¢ przestrzen styczna do M w punkcie (1,1,1).
¢) Znalez¢ kresy funkcji f(z,y, 2) = In(|z|) + yz na zbiorze M N {(x,y, z) e R?: 7| < e2025},

Rozwiqzanie. ’
a) Okreslmy F(z,y,2) = (xyz —1, 2% +y?— 2) . Zbiér M jest poziomica zerowa funkcji F'. Wykazemy,
ze w kazdym punkcjie (z,y, z) € M przeksztalcenie DF'(z,y, z) jest epimorfizmem liniowym. Mamy

yz Tz TY

Poniewaz zyz = 1,toz # 0,y # 0 oraz z # 0, a zatem wyznacznik minora macierzy DF(x,y, z) ztozo-
ny z pierwszych dwéch kolumn nie zeruje si¢. To dowodzi, ze dla kazdego (z,y,z2) € M, DF(x,y, z)
jest epimorfizmem, zatem M jest rozmaitoscia. Funkcja F jest klasy C™ na R3, wigc M tez jest kalsy
.

b) Przestrzen styczna T(y 1 1)M = ker DF'(1,1, 1), a zatem (wstawiajac (1,1,1) do wyznaczonego wyzej
wzoru DF) sa to takie wektory [r, s, t] € R?, ze

R
s| =10 = r4+s+t=0,s+t=0.
0 2 2 ; 0

Patwo zauwazy¢, ze r = 0 za$ s = —t. Czyli T(11,1)M = lin([0, 1, —1]).
¢) Zauwazmy, ze y? + 22 > 2|y||z| (bo (y — 2)? > 0), a réwno$¢ zachodzi dla |y| = |z|. Poniewaz na
M zachodzi y* + 2% = 2, to |y||z| < 1, czyli —1 < 2y < 1. Zauwazmy tez, ze na M mamy zyz = 1,
czyliy # Qoraz z # Q oraz x = i.]eéli@ <yz< lLtoxr > 1,zasjesli —1 < zy < 0, to x < —1.
Stad wynika, ze In(|z|) > 0, za$ yz > —1. Zatem f(z,y,2) > —1 na M a minimum jest przyjmowane
dlax = —1 oraz yz = —1 (czyli w punktach (—1,—1,1) oraz (—1,1, —1)). Pozostaje nam znalez¢
maksimum funkcji f na M {(:L',y, z) € R? : |z| < e2025}. Poniewaz = = yiz to wystarczy znalez¢é
maksimum funkcji

g(x) = In(|z) —l—; na B= {(x,y,z) ER*: ¢y +22=2 1< 2| < 62025}.
Poniewaz g jest funkcja jednej zmiennej oraz dla z # 0 mamy ¢'(z) = 1 — 5 = S (x — 1) czyli
g(z) <0dlaxr < —1ig'(z) > 0dlaz > 0, to g osigga maksimum dla z = €?°% lub dla z = — 2%
Latwo jednak zauwazy¢, ze g(|x|) > g(—|z|). Stad

: _ (2025 —2025
111\}[ff— 1, sjl\bpf—g(e )—2025+e :
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Zadanie 3. a) ZnaleZ¢ miarg zbioru

A:{(m,y,z)E]R3:y>0,z>0,x2+y2< \/§<1}.

b) Niech £ = {(z,y,2) € R*: 0 <y <z, 0 < 2 < ay}. Obliczy¢
1
e d .
/(e 1+ > As(@,y, 2)
E
Rozwiqzanie.

a) Rozwazmy zmienne biegunowe w ptaszczyznie (x,y). Niech z = r cos a, y = r sin a. Oczyscicie

T COS (v
O(r,a,z) = | rsina |, det DO(r,a,2) =7
z

jest dyfeomorfizmem A; = {(r,a,z) ER’: 2> 0a€ (0,m), 0 <r*< z< 1} na A. Z
twierdzenia o zamianie zmiennych mamy

s Z m 1
1
:/d)\gz/rd)\graz / / /rdr dz d&z/(/zﬁdz)da:g
A 0 0 \0

MogliSmy uzy¢ twierdzenia Fubiniego, poniewaz funkcja podcatkowa jest mierzalna i nieujemna.

¢) Poniewaz funkcja podcatkowa nie jest stalego znaku na F, to nie mozemy od razu uzy¢ twierdzenia
Fubiniego. Mozemy postapi¢ dwojako: Albo oszacowa¢ modut funkcji podcatkowej (np. przez {5, dla
dostatecznie duzego «), albo rozbié nasza catke na réznicg dwoéch calek (jesli obie beda nieskoriczone,
to bedzie to oznaczal, ze catka jest nieokreslona). Poniewaz w ten sposéb unikniemy niepotrzebnego
szacowania, to tak zrobimy.

4 1
E/(e_’” T2 )d)\g(I Y, z) = E/ " d\s(z, y, 2 /1 2 dAs(2,y, 2).

(Powyzsza réwno$¢ bedzie miata sens o ile przynajmniej jedna z calek po prawej stronie bgdzie skon-
czona.) Poniewaz obie funkcje sa funkcjami od x*, to ich konkretna posta¢ bedzie istotna dopiero na
ostatnim etapie obliczeni. Niech wigc f: R — [0, +00) bedzie ciagta. Policzmy (funkcja jest nieujemna,
wigc mozemy uzy¢ twierdzenia Fubiniego)

/f ) ds(z, y, 2 /(/ (/f ) )dx:jas (f(:v4)]ydy) dx:;O/ooa:Sf(x4)dx

0

(e

Zauwazmy, ze podstawienie t = x*, dt = 423 dz sprowadza catke do

1 o0
/e_$4d)\3(:p Y, z) = g/etdt: -
B
5[

/1+ 5 dAs(z,y, 2
e 1 2—7T
E/(e _1+x8> dA\s(z,y, 2) = 5

8/f(t) dt. A zatem
0

oo\»—n

Poniewaz obie calki sa skonczone, to




Rozwigzania zadan z egzaminu (31 stycznia 2025). AM II.1 (2024/2025)

Zadanie 4. Zal6zmy, ze A C RR? jest zbiorem otwartym, ograniczonym, zawierajacym punkt (0, 0),
funkcja f: A — R jest mierzalna w sensie Lebesque’a, funkcja

g(z,y) = (2° + y*)** f(z,y)

jest ograniczona na A oraz a,, jest ciagiem liczbowym zbieznym do 0. Znalez¢ granicg

lim [ a,f(z,y)d\(z,y)

n—oo

A

lub podac przyktad, ze ta granica nie musi istniec.

Rozwiqzanie.
Zauwazmy, ze dla (z,y) # (0,0), (z,y) € Amamy f(z,y) = g(x,y)(x? + 3?)~>/*. Poniewaz g jest
ograniczona, to a,, f (z,y) — 0 dla wszystkich (x,y) € A\{(0,0)}. Jesli uda nam si¢ znalez¢ majorante
dla funkcji a, f, to wowczas granica w zadaniu bgdzie réwna 0. Oczywiscie, poniewaz a,, — 0, to
la,| < M dla pewnej statej M > 0, a zatem wystarczy wykazaé, ze f jest calkowalna na A.

Poniewaz A jest ograniczony, to \2(A) < oo. Niech B, bedzie kula otwarta o srodku w (0,0) i
promieniu . Oznaczmy tez M, = sup, |g| < oco. Dla wszystkich (x,y) € A\ B, zachodzi oszacowanie

M,

1f(z,y)] = |g(z, y)|(2* + y*)7¥/* <

R

Stad mamy (dla dowolnego r > 0)

[ s [ Tran = TEMANB) < () < o

A\B, A\B,

Poniewaz A jest otwarty oraz (0,0) € A, to istnieje r > 0, takie ze B, C A. Ustalmy to . Udowod-
niliSmy, ze f jest catkowalna na A \ B,. Wykazemy, ze f jest catkowalna na B,, a stad wnioskujemy
catkowalno$¢ f na A.
Wykazemy, ze / |fl|dAs < oo. Funkcja podcatkowa jest nieujemna, wigc mozemy uzy¢ twier-
By
dzenia o zamianie zmiennych i twierdzenia Fubiniego. Niech £ = (0,r) x (0,27) oraz ®(¢t,a) =
(tcosa,tsina)l. Oczywiscie @ jest dyfeomorfizmem FE na ®(E) oraz A, (B,. \ <I>(E)) = (. Poniewaz
| det D®| = t, to mamy

lg(z,y)| tg(2(¢ a) 1
/]f|d)\ - /—Md)\g(:v,y) —/<tg/2>d>\2(t,a) < Mg/md)\g(t,a) -
B, 33 +y? E E

_/(/ 9 an =i o

, azatem, z
twierdzenia o zbieznoSci zmajoryzowanej

lim [ a,f(z,y)dN\(z,y) = /Od)\g(m,y) =0.
A

n—00
A



